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Аннотация. Приводятся расчетные математические выра-

жения эффективности оребрения и теплового потока, отводимого 
ребром модернизированного индукционного нагревателя жидких сред. 

 
Спирально-винтовое ребро (рис. 1) представляет собой слож-

ный трехмерный объект.  
 

 
Рисунок 1 – спирально-винтовое ребро прямоугольного профиля 

 
Для упрощения решения задачи теплообмена его можно пред-

ставить в виде совокупности последовательно соединенных радиаль-
ных колец. Таким образом, мы сводим решение задачи к рассмотре-
нию двухмерной математической модели. 

Обобщенное дифференциальное уравнение теплопроводно-
сти радиального ребра [1, с. 98]. Одно кольцо оребрения представле-
но на рисунке 2. 
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Рисунок 2 – Радиальное ребро произвольного профиля 
 
Согласно литературе [1, с. 98], здесь введены следующие обо-

значения. Элементарная площадь поперечного сечения ребра  
dS = f1(r)dr. Профиль ограничен двумя симметричными кривыми y = 
f2(r) и y = - f2(r). Поэтомуf1(r) = 2f2(r). Обозначим черезQтемпературу 
ребра, которая является функцией r. 

Тепловой поток в радиальном направлении через элементар-
ную площадку ds равен: 

dSjdW r ⋅= . 

 
Плотность теплового потока j: 
 

dr

dQ
j pr λ−= . 

 
( )rW  тепловой поток в ребре на расстоянии r от оси Х равен: 

 
( ) dхrjrW r ⋅⋅= π2 . 

 
В «нашей» модели    ( )rfdх 22= . 
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И получим выражение для ( )rW : 

 

( ) ( )rfr
dr

dQ
rW p 222 ⋅⋅−= πλ . 

 
Тепловой поток, пересекающий границу r+dr,  определяется, 

тем же выражением за исключением значения аргумента. 
В единицу времени в элементе ребра dr за счет теплопередачи 

в ребре накапливается тепловая энергия:  
 

( ) ( ) dr
dr

dQ
rfr

dr

d
dW P 







 ⋅= 222πλ ,                        (1)      

 
где λP – коэффициент теплопроводности. 

 
Это выражение для не зависящего от времени (стационарного) 

режима можно приравнять к тепловому потоку, покидающему элемент 
путем конвекции: 

 
Qrdrdq )2(2 πα= ,                                       (2) 

 
где α – коэффициент теплоотдачи. 

 

( ) rQ
dr

dQ
rrf

dr

d
p παπλ 44 2 =








. 

Это уравнение можно представить в виде: 
 

( ) ( ) rQ
dr

Qd
rrf

dr

dQ

dr

df
r

dr

dQ
rfp αλ =













+⋅+

2

2

2
2

2  

или 

( ) ( ) ( )
Qr

dr

dQ

dr

rdf
r

dr

dQ
rf

dr

Qd
rrfP αλ =












++ 2

22

2

2 .     (3) 

 
Для радиального ребра прямоугольного профиля, контур про-

филя имеет вид: 
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2
)( 0

2
δ=rf  , 

 
гдеδ0 – толщина ребра и ее производная равна нулю. Подставляя f2(r) и 
её производную в (3), получаем: 

 

Qr
dr

Qd
r

dr

dQ
P αδλ =












+

2

2

02

1
. 

 
Это уравнение удобно представить в виде: 
 

022
2

2
2 =−+ Qrm

dr

dQ
r

dr

Qd
r ,                        (4) 

 

где ( ) 2
1

0/2 δλα Pm = . 

Окончательно представим: 
 

0
1 2

2

2

=−+ Qm
dr

dQ

rdr

Qd
.                            (5) 

 
Уравнение (5) – модифицированное дифференциальное урав-

нение Бесселя [2, с. 278]. Его общее решение определяется соотноше-
нием:  

 
( ) ( )mrKСmrIСQ 0201 += .                           (6)        

Произвольные постоянные С1 и С2 вычисляются с помощью 
граничных условий: 

Приr = r 0Q = Q0;                       (7) 
 

Приr = r e 0=
dr

dQ .                                   (8) 

Подставив эти граничные условия в (5), получим два уравне-
ния для определения С1 и С2: 

 
( ) ( )002010 mrKCmrIСQ o += ; 

 
( ) ( )ee mrKCmrIC 12110 −= . 
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Вычислив С1и С2 и подставив их в (5), получим зависимость 

для распределения температурного напора по радиусу: 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )001100

01010

mrKmrImrKmrI

mrKmrImrImrKQ
Q

ee

ee

+
+= .                   (9) 

 
При r = r 0 (9), разумеется, дает Q = Q0. 
Тепловой поток через основание ребра определяется по общей 

формуле 

0

000 2
rr

P dr

dQ
rq

=
−= δπλ . 

Дифференцируя (9), вычисляя производную при r = r 0 и под-
ставляя результат в предыдущее соотношение, получаем: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )







+
−

=
001100

011011
0000 2

mrKmrImrKmrI

mrImrKmrKmrI
mQrq

ee

ee
Pλδπ .    (10) 

 
Тепловой поток, передаваемый идеально проводящим ребром 

( ) 0
2
0

22 Qrrq eid απ −= . Следовательно, эффективность ребра: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )







+
−

−
=

001100

011011

0
2
0

2
000

2

2

mrKmrImrKmrI

mrImrKmrKmrI

rr

mr

ee

ee

e

P

αθπ
θλδπη .    (11) 

Учитывая, что 0
2 /2 δλα Pm = , запишем предыдущее соотно-

шение в виде 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )







+
−

−
=

001100

011011
2
0

2
02

mrKmrImrKmrI

mrImrKmrKmrI

rrm

r

ee

ee

e

η .          (12) 

Определение площади спирально-винтового ребра. Для этого 
используем цилиндрическую систему координат: 

 
( )zrr ,,ϕρ�� = , 

r
�

– радиус вектор точки, принадлежащий ребру. 
В общем случае: 
 

kr edzededrd
����

⋅+⋅+⋅= ϕϕρρ . 
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Для точек, находящихся на ребре, существует связь меж-

ду dz и ϕd : 

ϕ
π

d
h

dz ⋅=
2

. 

Тогда для dr имеем: 

ϕ
π

ρρ ϕ de
h

eedrd kr 






 ⋅+⋅+⋅=
����

2
 

и  для элементарной площади имеем: 
 

=














 ⋅+⋅= ϕρ
π

ρ ϕ dde
h

eeds kr
���

2
[ ] [ ] =⋅⋅+⋅ ϕρ

π
ρ ϕ ddee

h
ee krr

����

2
 

= ϕρ
π

ρ ϕ dde
h

ek
��

2
−⋅ , 

где 














 ⋅+⋅ kr e
h

ee
���

π
ρ ϕ 2

– векторное произведение. 

Соответственно, для ds получим: 

ϕρρ
π

dd
h

ds 2
2

2
+







= . 

и  для площади ребра, приходящейся на шаг винта, имеем: 

∫ +






=
2

1

2
2

2
2

R

R

d
h

s ρρ
π

π . 

Проинтегрировав выражение, получим: 
2

1

2
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2
2

2
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R
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s
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


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
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ρπ . 

Тогда площадь спирально-винтового ребра составит:  
 









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
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



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2
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R
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h
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Эффективность теплопередачи ребра определяется, в частно-
сти, его площадью. В этом смысле часть спирали, приходящейся на 
шаг винта, эквивалентна по своему тепловому действию радиальному 
ребру, умноженному на фактор: 

 

γ = s/ ( )2
1

2
2 RR −π . 

 
Вывод. Для расчета эффективности оребренияη спирально-

винтового ребра следует использовать выражение (12). Тепловой по-
ток q0, отводимый ребром, определяется выражением (10), умножен-
ным на коэффициент γ. 
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